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De tweede druk bevat 74 nieuwe opgaven. De nummering van de opgaven van de
eerste druk is in de tweede druk dezelfde: nieuwe opgaven staan in ieder hoofdstuk
aan het eind van de lijst van opgaven.

2 De natuurlijke getallen

12. Bewijs dat voor alle n € N geldt 2"t > n? +n + 2.

3 Tellen

16. Laten Ag, A1, As, ... aftelbare verzamelingen zijn met bijecties fo: N — Ay,
fi: N — Ay, fa: N — A, ...

(i) Toon aan dat de afbeelding

F:NxN— UA”’ (n,m) — fn(m)

n=0

surjectief is.

(ii) De verzameling (J;2, An is dus aftelbaar. Waarom?

(iii) Laat zien dat de afbeelding F' uit onderdeel (i) bijectief is dan en slechts
dan als A; N A; = () voor i # j.

4 |teratie

10. We definiéren de natuurlijke getallen n? voor n € N door:

07 =1,
(n+1)?7=2n+1)-n? voorallen € N.

Bewijs dat 2" - n!- (n+1)? = (2n + 1)! voor alle n € N.



11. De transformatie g van N? is gedefinieerd door
g(a,b) = (2b+1,3a + 2) (voor alle a,b € N).
(i) Is g injectief? Is g surjectief?
(ii) Toon aan dat g*"(0,0) = (6™ — 1,6™ — 1) voor alle n € N.

12. De transformatie 7 van N is gedefinieerd door

T(n)_{n—l alsn > 1,

0 als n =0.
(i) Toon aan dat 7o = 1y en o7 # 1y. (Hierbij is o(n) de opvolger van n.)
(ii) Geef een transformatie 7/ van N met 7o = 1y en 7/ # 7.
)

(iii) Bewijs dat 7%¢"* = 1y voor alle k € N.
(iv) Bewijs dat er bij iedere n € N een k € N is zo dat o*7%(n) # n.

13. Laat f,, het n-de Fibonaccigetal zijn. Bewijs dat voor alle n € N geldt

kaQ = fnfn+1-

k=0

14. Laat fo, f1,... de rij van Fibonaccigetallen zijn.

(i) Bewijs dat voor alle n,k € N met n > k geldt

Jnt1 = frkr1fov1—k + frfok-

(ii) Bewijs dat voor alle m € N geldt fop,+1 = ffnﬂ + f2.

15. De transformatie f: N* — N* is gedefinieerd door

n als n deelbaar door 3.

o {n + 2 als n niet deelbaar door 3
3

(i) Bewijs dat voor iedere n € N* er een k € N is zo dat f*(n) < 2.
(ii) Is er een k € N zo dat f*(n) < 2 voor iedere n € N*?

5 De gehele getallen

16. Zij X een eindige niet-lege verzameling. Voor A, B € P(X) definiéren we
A~ B <= #(A-+ B) is even.

(i) Bewijs dat ~ een equivalentierelatie in P(X) is.
(ii) Hoeveel equivalentieklassen zijn er?



17. Zij (A, <) een geordende verzameling. Gegeven is de afbeelding
f:A—=>PA), a—»{xeAlxz=<a}l.

(i) Bewijs dat f injectief is.
(ii) Bewijs dat f niet surjectief is.
18. Zij A een verzameling en zij B een deelverzameling van A. In P(A), de machts-
verzameling van A, is de relatie = gedefinieerd door

U=V < UUB=VUB (vooralle U,V C A).

(i) Laat zien dat = een equivalentierelatie is.
(ii) Zij U € A. Laat gegeven zijn dat B niet leeg is. Toon aan dat de
equivalentieklasse van U meer dan één element heeft.
(iii) Bewijs dat
{UeP(A)|UDB}

een representantensysteem van P(A)/= is.

6 Talstelsels

17. Bewijs dat voor alle n € N geldt
S (=DF = (1" ) k.
k=0 k=0

18. Laat ag,ai,as,... een rij van gehele getallen zijn. De somrij (s,) van deze rij
is gegeven door s, = Zz;é ar. Gegeven is dat

S1 = 1 en $100 — 100.

(i) Bewijs dat er een m € N is zo dat s,, oneven en S,,,1 even is.
(ii) Bewijs dat er een k € N is zo dat aj oneven en ajy; even is.

7 De rationale getallen

19. We bepalen rechthoeken met geheeltallige breedte x en geheeltallige lengte y
waarvoor de omtrek gelijk is aan de oppervlakte:

2z + 2y = ay.

(i) Zeker één van de twee getallen z en y is even. Waarom? Laten we
aannemen dat y even is: y = 2z met z € N*. Vereenvoudig de vergelijking
tot

x(z—1) =2z



(ii) Toon aan dat z—1 | 2. Gebruik dit voor het bepalen van alle oplossingen.
20. Zij d de grootste gemene deler van de gehele getallen a en b.

(i) Laten de gehele getallen u en v voldoen aan ua + vb = d. Bepaal gehele
getallen x en y (afhankelijk van a, b, u,v) zo dat za® + yb = d2.
(ii) Leid uit het vorige onderdeel af dat ggd(a?,b) | d2.

)
21. (i) Bepaal ggd(2!?0 — 1,27 —1).
(11) Bepaal ggd(21120 _ 210007 2175 o 2100).
)

22. (i) Bepaal alle (z,y) € Z* waarvoor geldt

1
L

z _
8 125 1000

(ii) Toon aan dat voor al deze paren (z,y) geldt ggd(z,y) = 1.
23. Welke van de rationale getallen
<47 1727 7’ 3’ 87 2>7 <471727 77 37 873> en <4’172777 37 87 273>
is het grootst? Welke het kleinst?
24. (i) Bewijs dat voor alle n € N geldt
ged(2"T? —1,2" — 1) | 3.
(ii) Bewijs dat voor alle n € N geldt

ged(2"M? —1,2" —1) =3 <= n is even.

25. De relatie = in Q is gedefinieerd door
r=s <<= r—sciui (voor alle r, s € Q).

(i) Toon aan dat = een equivalentierelatie is.
(ii) Beschrijf de equivalentieklasse [3]=.
(iii) Geef een representantensysteem van de partitie Q/=.
(iv) Laat zien dat onder de afbeelding f: Q — Q/=,r — [2r]= elementen

hetzelfde beeld hebben als ze tot dezelfde equivalentieklasse behoren.
26. De rij dy,d1,do, ... is gegeven door
do=1
dy =1

_ erdn+1
dn+2 = dutdnit voor alle n € N.

Vind een verband tussen de getallen d,, en de Fibonaccigetallen.



8 De hoofdstelling van de rekenkunde

19.

20.

21.

22.

23.

24.
25.

26.

27.

(i) Zij n € Z. Bepaal (afhankelijk van n)
ged(n® +n,41) en ggd(41n? n+1).
(ii) Toon aan dat er oneindig veel n € N zijn waarvoor geen van de getallen
n, n2+n+41 en 4ln’+n+1

een priemgetal is.

(i) Voor z,y € N* met ggd(z,y) = 1 geldt dat 4xy een kwadraat van een
natuurlijk getal is. Toon aan dat x en y beide een kwadraat van een
natuurlijk getal zijn.

(ii) Voor x,y € N* met ggd(z,y) = 1 geldt dat 2xy een kwadraat van een
natuurlijk getal is. Toon aan dat precies één van de getallen z en y een
kwadraat van een natuurlijk getal is.

(i) De rekenkundige functie f is gedefinieerd door f(n) = p(n)n. Toon aan
dat f multiplicatief is.
(ii) Laat zien dat f uit onderdeel (i) voldoet aan f *id = 1.

Een rekenkundige functie g: N* — C heet inverteerbaar als er een h: N* — C
bestaat met g x h = 1. Bewijs:

g is inverteerbaar <= g¢(1) # 0.

Een ander bewijs van Stelling 8.17. Laat (x,y, z) een primitief Pythagoreisch

drietal zijn met y even. Zij d = ggd(x + z,y), u = %FZ env =24

Bt = Len Il = %

(ii) Laat zien dat ggd(u,v) = 1 en dat uit
beide oneven zijn.

(iii) Bewijs dat ggd(u? — v? u? +v?) = 1.

(iv) Toon aan dat x = u? —v?, z = u? + v? en y = 2uw.

(i) Toon aan dat

uzsz_fﬂ = ¥ volgt dat u en v niet

a’-1

Het natuurlijke getal a is oneven en “g—= is een priemgetal. Bepaal a.

(i) Toon aan dat er geen geheel getal x is zodat (2% — 18)z = 9.
(ii) Toon aan dat er geen rationaal getal x is zodat 2® = 18z + 9.

Van een natuurlijk getal N is gegeven dat het in de tientallige schrijfwijze op
een 3 eindigt. Toon aan dat er geen natuurlijke getallen ¢ en n zijn zodat

1 c

N 107

(i) Bewijs dat er voor alle n € N* een k € N is zo dat ¢*(n) = 1
(i) Bewijs dat er voor alle k € N een n € N* is zo dat ©*(n) # 1.



9 Combinaties

21. Zij n € N*. Gegeven zijn de getallen

" /2n 2/ 2
2 (2k> o 2 <2k + 1>
k=0 k=0
Bepaal A en B. (Aanwijzing: bepaal eerst A+ B en A — B.)

22. 7ij n € N*. Bewijs dat
S #(P(D) = 3",

IeP(n)

10 Permutaties

10. Zij o een permutatie van A = 15 met 0° = 14 en o(i) # i voor alle i € A.

(i) Toon aan dat o een product van drie disjuncte 5-cykels is.
(ii) Bepaal het teken van o.
(iii) Toon aan dat er verwisselingen 71 en 75 zijn zodat 7110 een 15-cykel is.

11. Zij n € N*. Hoeveel permutaties van n hebben precies één baan?

12. Laten o en 7 permutaties zijn van een eindige verzameling A. Laat zien dat

het aantal banen van ¢ in A gelijk is aan het aantal banen van 7077 1.

13. Laten ¢ en 7 permutaties zijn van een eindige verzameling A. Laat zien dat
oro 1771 een even permutatie is.

14. Gegeven zijn de verzamelingen Vi = {1,2,3,...,100}, Vo = {101,102, 103, ...,200}
en V =V UVs. Laat o een permutatie van V' zijn. Toon aan dat

#licWlo@eWn=#{jcVal|a(j) eV}

15. Hoeveel permutaties o van 100 zijn er met o(a) een even natuurlijk getal voor
alle a <507

16. De getallen in Niggoogp noteren we met 6 cijfers door zonodig aan te vullen
met nullen. Het zijn dus de getallen 000000, 000001, 000002 t/m 999999.
De permutatie ¢ van Niggogoo beeldt een getal af op het getal dat in deze
notatie wordt verkregen door de cijfers 1 plaats naar rechts op te schuiven en
het laatste cijfer vooraan te zetten, dus bijvoorbeeld ¢ (123456) = 612345 en
o(000562) = 200056.

(i) Beschrijf de baan van o die het element 264264 bevat.
(ii) Toon aan dat de banen van deze permutatie uit 1, 2, 3 of 6 elementen
bestaan. Geef voor elk aantal een voorbeeld van zo'n baan.
(iii) Hoeveel banen van ¢ hebben 6 elementen?
(iv) Bepaal het teken van deze permutatie.



17. Laten o en 7 permutaties zijn van een eindige verzameling.

1

(i) Bewijs dat o en 707" evenveel banen hebben.

(ii) Bewijs dat o7 en 7o evenveel banen hebben.

18. Is de schuifpuzzel met de hiernaast afgebeelde begin-

stand oplosbaar?
8]
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11 Modulorekenen

19. (i) Bepaal de rest van 572727272 bjj deling door 72.
(ii) Bepaal de rest van 272727272 hij deling door 72.

(p=1)(g—1)
20. Laten p en g verschillende oneven priemgetallen zijn. Bewijs dat 2 e =1

(mod pq).
21. (i) Toon aan dat 2°* =2 (mod 109).
(ii) Bepaal de rest van 26% bij deling door 109.

22. Laten p en g verschillende priemgetallen zijn. Bewijs dat
P 4¢P =1 (mod pg).

23. Zij p een priemgetal en zij k € N met k£ < p. Bewijs dat
p—1
< /4: ) = (-1)* (mod p).

24. Voor a,b € Z definiéren we een transformatie
Tab: F5 — Fg,

door 7, () = ax + b.
(i) Bewijs dat 7,4 een permutatie is dan en slechts dan als 5 { a. Hoeveel
permutaties van F5 zijn van deze vorm?
(ii) Laat G de verzameling zijn van de permutaties 7,5 van F5 met a,b € Z
en 51ta. Zij 0 € G. Toon aan dat o~ € G.
(iii) Bewijs dat voor alle m € N geldt

=1 < 4[m.



25. Zij a € N* en zij p een priemgetal. De transformatie ¢ van de verzameling aP
is gedefinieerd door

o(ai,ag,...,ap) = (az,...,ap,a1) (voor ay,...,ap € a).

(i) Toon aan dat o een permutatie is met banen van lengte 1 en p.
(ii) Hoeveel elementen van aP zijn element van een baan van lengte p?
(iii) Bewijs de Kleine Stelling van Fermat met behulp van het vorige onderdeel.

26. We beschouwen de rij fo, f1, fo,... der Fibonaccigetallen (met fo =0 en f; =
1). Gegeven is een m € N*.

(i) Bewijs dat voor alle k € N geldt:
Stk = fm—1fe (mod fin).
(ii) Bewijs dat voor alle [ € N* geldt:
fim = fm-1fa-1ym  (mod fr).

(iii) Bewijs dat voor alle [ € N geldt fi, | fim-

12 Kwadraatresten

17. (i) Voor welke priemgetallen p is er een x € Z zodat p | 2® + 2 — 27
(ii) Voor welke priemgetallen p is er een x € Z zodat p | 22 +x +27

18. Zij p een oneven priemgetal van de vorm 22 + 2y? met x,y € N.
(i) Zijn er dan ook u,v € N met u? + 2v% = 2p?

(ii) Toon aan dat (_?2) =1.

(iii) Voor welke oneven priemgetallen ¢ geldt dat ¢ — 2 een kwadraatrest is
modulo ¢ 7

19. (i) Voor welke priemgetallen p is er een € N zodat p | 22 + 77
(ii) Voor welke priemgetallen p is er een x € N zodat p | 22 — 77

13 Priemtesten en factorisatie

20. 641 is een priemgetal. Toon aan dat de afbeelding

Fea1 — Foar, x> 2?7

de inverse is van de afbeelding

F641 — F641, T {L‘g.



21. Zij n een Carmichaelgetal en zij n = pm met p een priemgetal en m € N*.

Gegeven is dat p=n =5 (mod 8). Zija € N* met a =2 (mod p) ena =1

(mod m).
(i) Bereken ().
) Bewijs dat n geen Eulerpseudopriemgetal is voor de basis a.
) Toon aan dat n — 1 = ¢(p — 1) voor een oneven ¢ € N*.
(iv) Bewijs dat a"T # +1 (mod n).
) Bewijs dat n geen sterk pseudopriemgetal is voor de basis a. (Voorbeeld:
n = 8719309 en p = 37.)

15 De reéle getallen

19.

20.

21.

22.

23.

Geldt voor iedere convergente rij (a,) in R, met a,, # 0 voor alle n, dat

. An+41
lim

n—00  Qp

=17

Geef een bewijs of een tegenvoorbeeld.

(i) Geef een voorbeeld van een rij (a,) in R waarvoor geldt: (a,) convergeert
en de rij van de entiers (|a,|) convergeert niet.
(ii) Laat (a,) een convergente rij in R zijn. Toon aan dat er een m € Z en
een N € N* zijn zodat m — 1 < a, < m+ 1 voor alle n > N.
(iii) Laat (a,) een Cauchyrij in Q zijn waarvoor de rij (|a,|) niet convergeert.
Bewijs dat (a,,) convergeert naar een geheel getal.

Het reéle getal o is gegeven met een oneindige kettingbreuk:
a=(3)(=(3,3,3,...)).

: _ 3+
(i) Toon aan dat o =

(ii) Bepaal natuurlijke getallen p en ¢ zodat

1
q <100 en |a—2]< 5
Ga van elk van de volgende uitspraken na of hij waar is. Geef een bewijs of
anders een tegenvoorbeeld.

(i) Als « een irrationaal getal is met o > 0, dan is y/« een irrationaal getal.

(ii) Als a een irrationaal getal is met o > 1, dan is |/2%3 een irrationaal

getal.
(i) Als « een irrationaal getal is, dan is va? + 1 een irrationaal getal.

Op de verzameling R({0,1}) (bestaande uit alle oneindige rijen enen en nullen)
is de relatie ~ gedefinieerd door

(ag,ai,ag,...) ~ (bo,b1,b2,...) <= ay, # b, voor slechts eindig veel n € N.



) Bewijs dat ~ een equivalentierelatie is.
ii) Toon aan dat iedere equivalentieklasse aftelbaar is.
q
) Bewijs dat er overaftelbaar veel equivalentieklassen zijn.
)

Laat B de verzameling zijn van alle rijen ag, a1, ag,... in {0,1,2} met de

eigenschap
Gn41 7 ayn voor alle n € N.

Is B eindig, aftelbaar of overaftelbaar?
(ii) Laat C de verzameling zijn van alle rijen ag, a1, ag, ... in {0, 1,2} met de

eigenschap
#{an, ant1,ant2}) # 2 voor alle n € N.

Is C eindig, aftelbaar of overaftelbaar?

25. (i) Zij g: N — N. Bewijs dat
g is injectief <= g(n+1) ¢ {g(0),g(1),...,9(n)} voor alle n € N.

(ii) Bewijs dat de verzameling { f: N — N | f is injectief } overaftelbaar is.

26. Bij iedere rij (a1, as,as,...) in {1,2,3} hebben we reéle getallen

n n n
xr = 27, Yy = Z 27 en = 27,
n=1 n=1 n=1
waarbij
1 alsa,=1 1 alsa, =2 1 alsa,=3
In = Yn = en 2y =
0 anders, 0 anders 0 anders.

(i) Laat (a1, as,as,...) eenrij in {1,2,3} zijn. Toon aan dat z +y + z = 1.
(ii) Laat gegeven zijn dat de rij (a,) repeteert. Toon aan dat z,y,z € Q.
(iii) Laat (a,) een rij in {1, 2, 3} zijn met = € Q. Volgt daaruit dat de rij (ay,)
repeteert?
(iv) Laat (a,) de rij (1,2,3,1,2,3,1,2,3,...) = (1,2,3) zijn. Bereken voor
deze rij de getallen x, y en z. Schrijf ze als een gewone breuk.
27. Laat A de verzameling zijn van alle rekenkundige rijen van reéle getallen en
laat B de verzameling zijn van alle rijen rg,71,72,... van reéle getallen met
Tpto = 2rp11 — 1, voor alle n € N. Bewijs dat A = B.

28. De rij (a,) in Q is gegeven door
n
(—1)*
an = Z ok
k=0

(i) Toon aan dat de rij (a,) convergeert in Q.
(ii) Geef een N € N zodat |a, — lim, 00 an| < 10719 voor alle n > N.

(voor alle n € N).

10



29. Ga van elk van de volgende reéle getallen na of ze rationaal zijn:
189 V6 +2v5
V189, {/==, \/3+2v2, V6+2V5
56 1+V5

30. De rij natuurlijke getallen ag, a1, as, ... is gedefinieerd door

ap = 4,

Ant1 = a,% — 2 wvoor alle n € N.
Bewijs dat

an =2+ V3 +(2- V3"

voor alle n € N.

16 De p-adische getallen

10. Is er een rij in Q, die m.b.t. de gewone absolute waarde een nulrij is en m.b.t.
de 3-adische absolute waarde naar 1 convergeert?

17 De complexe getallen

14. Geef de modulus en het argument van elk van de zeven complexe oplossingen
van de vergelijking 2” — 5 = 0. En ook van de vergelijking 27 + 5i = 0.

15. Los op: 2° + z% = 1. Zijn de oplossingen eenheidswortels?

18 Kwadratische getallen

16. (i) Bepaal de kettingbreukontwikkeling van v/13.
(ii) Bepaal de kleinste y € N* waarvoor 13y% — 1 een kwadraat is. Bepaal ook
de op één na kleinste y met deze eigenschap.
(iii) Hoeveel gereduceerde kwadratische getallen bevat de verzameling

A={p"(V13) | neN}?
(iv) Zijn er gereduceerde kwadratische getallen o met disc(a) = disc(v/13) en
ag¢ A?

17. (i) Vind natuurlijke getallen z,y zo dat 2% — 29y? = +1.
(i) Bepaal alle natuurlijke getallen z,y waarvoor x? — 25¢y% = +1.

18. Zij o = (1, 1,2, 1).
(i) Bepaal de kettingbreukontwikkeling van 3 + a en ook van —1.

a—1

11



(ii) Bereken a.

19. Bewijs dat er bij iedere niet-kwadraat d € N* er een uniek gereduceerd reéel-
kwadratisch getal vy is met disc(y) = 4d en || =2 - |Vd].

12



